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А. А. ГУРЖИЙ, О. И. КОРДАС, Е. И. НИКИФОРОВИЧ, Д. И. ЧЕРНИЙ 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ ПРИ СОСТАВЛЕНИИ 
КРАТКОСРОЧНОГО ПРОГНОЗА РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗАГРЯЗНЕНИЙ НА МОРСКОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ 
Рассматривается задача о двухмерной адвекции поверхностного загрязнения морскими течениями со сложной геометрией береговой линии 
в приближении идеальной несжимаемой жидкости. Задача решена с использованием численного метода дискретных особенностей, адапти-
рованного к задачам адвекции жидкости. Обсуждается иллюстрационный пример эволюции загрязнения в Днепровско – Бугском лимане. 
Показано, что действие ветра приводит к значительным изменениям в движении загрязнения, к заметному замедлению скорости движения 
загрязнения и его смещению в поперечном направлении по отношению к основному потоку. 
Ключевые слова: задача адвекции, 2D потенциальное течение, метод дискретных особенностей, поверхностное загрязнение. 
О. А. ГУРЖІЙ, О. І. КОРДАС, Є. І. НІКІФОРОВИЧ, Д. І. ЧЕРНІЙ 
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ДИСКРЕТНИХ ОСОБЛИВОСТЕЙ ПРИ СКЛАДАННІ 
КОРОТКОСТРОКОВОГО ПРОГНОЗУ ПОШИРЕННЯ ЗАБРУДНЕНЬ НА МОРСЬКІЙ ПОВЕРХНІ 
Розглядається задача про двомірну адвекцію поверхневого забруднення морськими течіями зі складною геометрією берегової лінії в набли-
женні ідеальної нестисливої рідини. Задача розв’язана з використанням чисельного методу дискретних особливостей, адаптованого до задач 
адвекції рідини. Обговорюється ілюстративний приклад еволюції забруднення в Дніпровсько – Бузькому лимані. Показано, що дія вітру 
призводить до значних змін в русі забруднення, до помітного уповільнення швидкості руху забруднення і його зміщення в поперечному на-
прямку по відношенню до основного потоку. 
Ключові слова: задача адвекції, 2D потенційна течія, метод дискретних особливостей, поверхневе забруднення. 
A. A. GOURJII, O. I. KORDAS, E. I. NIKIFOROVICH, D. I. CHERNIY 
APPLICATION OF THE METHOD OF DISCRETE SINGULARITIES IN SHORT-TERM 
FORECASTING OF POLLUTION PROPAGATION ON THE SEA SURFACE 
The paper deals with the two-dimensional advection problem of surface pollution by sea currents with complex coastline geometry in the approxima-
tion of an ideal incompressible fluid. The problem was solved using the numerical method of discrete singularities adapted to the advection problems 
of fluids. An illustrative example of the evolution of pollution in the Dnieper – Bug estuary is discussed in the report. It is shown that the effect of the 
wind leads to significant changes in the movement of pollution, to a noticeable slowing of the pollution movement, and its displacement in the trans-
verse direction with respect to the main flow. 
Key words: advection problem, 2D potential flow, method of discrete singularities, surface pollution. 
© А. А. Гуржий, О. И. Кордас, Е. И. Никифорович, Д. И. Черний, 2019 
 
ISSN 2222-0631 (print)  
Вісник Національного технічного університету «ХПІ».Серія: Математичне 
моделювання в техніці та технологіях, № 8 (1333) 2019. 105 
Введение. В условиях нарастающей опасности техногенных катастроф одной из важных задач экологиче-
ской безопасности государства является мониторинг и поддержание экологической системы [1]. Человеческий 
фактор, а в некоторых случаях и неблагоприятные погодные условия, приводят к существенному повышению 
рисков аварий на транспорте, которые могут сопровождаться загрязнением окружающей среды. Для поддержа-
ния экологической системы во многих странах мира сегодня сформированы центры мониторинга и контроля 
экологической обстановки на море, в задачу которых входят выработка решений по локализации и действий по 
ликвидации последствий аварий в шельфовой зоне морей [1, 2]. 
 
Анализ последних исследований. Сегодня в мире существует много центров по ликвидации последствий 
экологических аварий, которые используют различные моделирующие системы. Для составления прогноза рас-
пространения поверхностного загрязнения такие системы включают в себя мониторинговые системы парамет-
ров ветра и течений, химические и физические параметры морской среды [3]. Эти данные через спутниковую 
связь передаются в национальные вычислительные центры для составления прогноза. Некоторые подробности  
моделирующих систем, созданные за последние десятилетия, можно найти в работе [4]. 
Распространение загрязнений по морской поверхности представляет собой сложное явление, которое вклю-
чает различные физические и химические процессы, которые вызваны морскими течениями, приливами и дрей-
фом под действием ветра, диффузией частиц загрязнений, механическим растеканием углеводородов, испарени-
ем и оседанием различным компонент нефти, эмульгированием и испарением [5]. Учет этих эффектов значи-
тельно улучшает качество прогноза и открывает определенные возможности составления долгосрочных прогно-
зов распространения поверхностных загрязнений на водной поверхности. В этом случае необходимо проводить 
объемные вычисления с использованием различных комбинированных методов, опираясь на широкую базу 
имеющейся и текущей информации [4]. 
Экологическая безопасность на планете зависит не только от экологической обстановки передовых стран, 
но и от экологических условий в странах, в которых разработка, приобретение или кооперация в использовании 
комплексных моделирующих систем встречает ряд трудностей, в первую очередь по финансовым причинам. 
Поэтому возникает острая необходимость создания простых, мобильных систем краткосрочного прогнозирова-
ния распространения загрязнений в прибрежной зоне таких стран, которые могут формировать краткосрочные 
прогнозы на персональных компьютерах умеренной производительности для заинтересованных национальных 
служб. Основным требованием к таким прикладным системам является доступность исходной информации, до-
стоверность прогнозирования и умеренный объем вычислений, который может быть реализован в режиме, опе-
режающим реальное время. 
 
Постановка задачи. Основной задачей моделирующей системы для составления краткосрочного прогноза 
является расчет эволюции распространения поверхностного загрязнения в рассматриваемой акватории для при-
нятия службами береговой охраны последовательности действий по локализации и ликвидации последствий 
экологической аварии. Точность составления прогноза должна быть в пределах визуального и локационного 




Рис. 1 – Пример геометрии задачи. Рис. 2 – Система вортонов над 
расчетной областью. 
Рис. 3 – Схема Днепровско – Бугского 
Лимана. 
 
Целью настоящих исследований является формирование математической модели процесса переноса выде-
ленной жидкости поверхностными течениями на водной поверхности с учетом сложной геометрии береговой 
линии, влияния силы и направления ветра. Необходимо выявить основные свойства и закономерности процесса 
переноса поверхностного загрязнения в акватории дельты речных систем. 
 
Математическая модель. Анализ литературных данных [3, 6, 7] показывает, что в течение первых не-
скольких дней химические взаимодействия большинства видов загрязнений с водной средой не приводят к по-
явлению существенного смещения в локации загрязнения. Поэтому, при составлении математической модели 
процесса распространения загрязнения химические превращения можно не учитывать. В этом случае можно 
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считать [8], что определяющими факторами в процессе переноса поверхностного загрязнения являются нелиней-
ный конвективный перенос и ветровая нагрузка. Анализ масштабов физических процессов [7, 8] показывает, что 
такое допущение оказывается оправданным только на малых временных интервалах в масштабах рассматривае-
мых задач, в течение которых диффузионные эффекты еще не успели проявить свое заметное влияние. 
Условие равенства скорости движения отельной пассивной жидкой частицы скорости течения в точке, в 
которой она расположена, приводит к уравнению движения: 
( , )d t
dt
=
x U x .                                                                                    (1) 
При этом нелинейность движения жидкости сосредоточена в правой части уравнения, описывающего дви-
жение лагранжевой жидкой частицы в эйлеровом поле скорости. Это уравнение позволяет начально-краевую 
задачу переноса выделенной жидкости поверхностным течением свести к решению двух отдельных задач: двух-
мерной гидродинамической задачи течения жидкости в расчетной области и задачи переноса системы выделен-
ных частиц в рассматриваемом течении. Определение правой части уравнения (1) представляет собой отдель-
ную, независимую гидродинамическую задачу. Во многих случаях именно эта задача связана с большими объе-
мами вычислений и требует наибольших вычислительных ресурсов. 
Для решения гидродинамической задачи в модели применен метод дискретных особенностей [9]. Основная 
идея метода связана с аналогией, которая существует между потенциальным и циркуляционным движением 
идеальной несжимаемой жидкости. Введение в систему определенных граничных условий на безграничной 
плоскости вдоль произвольной линии, совпадающей с границей течения, приводит к системе интегральных син-
гулярных уравнений. Это эквивалентно введению в численную схему решения гидродинамической задачи сис-
темы точечных вихрей [10, 11], интенсивность которых определяется граничными условиями. 
Рассмотрим двухмерное потенциальное движение идеальной несжимаемой жидкости внутри канала, огра-
ниченного непроницаемыми границами сложной геометрии (рис. 1). Метод дискретных особенностей, адапти-
рованный к задачам адвекции [10], позволяет определить распределение функции тока ( ), ,x y tΨ  течения для 
заданной геометрии канала и профиля скорости ( ),i iU s t  течения (где is  – линия, соединяющая границы тече-
ния). Необходимо определить распределение двухмерного поля скорости ( ), ,U U x y t , ( ), ,V x y t   поверхност-
ного течения жидкости. 
Гидродинамическая задача решается в терминах функции тока ( ), ,x y tΨ . Поскольку линия тока постоян-
ного значения представляет собой кривую, вдоль которой нормальная компонента скорости равна нулю, то гра-
ничные условия на ограничивающих поверхностях канала можно записать в виде равенства значений функции 
тока на границе течения. 
Для пространственной фиксации линии тока, совпадающей с границей канала, метод дискретных особен-
ностей предусматривает введение в расчетную схему системы точек коллокаций и фиксированных точечных 
вихрей (рис. 1). Точки коллокаций располагаются вдоль границ на некотором расстоянии i∆  ( 1, ...,i N= , где N  
– общее число точек коллокаций в рассматриваемой системе) друг относительно друга, которое определяет точ-





Рис. 4 – Распределение функции тока 
в Днепровско – Бугском лимане при 
отсутствии ветра. 
 
Рис. 5 – Распределение функции тока умеренного ветра в Днепровско – Бугском 
лимане при: а – 90α =   (северный ветер); б – 270α =   (южный ветер). 
 
Значения функции тока и проекции поля скорости, наведенные системой N  точечных вихрей с интенсив-
ностями iΓ , расположенными в точках с координатами ( ),i ix y , определяются выражением [12]: 
( ) ( )2 2
1





x y x x y y
pi
=
 Ψ = − Γ − + −









,                             (2) 
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которое представляет собой сумму вкладов каждого точечного вихря в рассматриваемую точку течения. 
Условие равенства значений функции тока в точках коллокаций на каждой границе рассматриваемого те-
чения позволяет сформировать систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных интен-
сивностей iΓ  системы фиксированных точечных вихрей: 
( ) ( )2 2
1
ln 4 ( , )
N
i i j i j i i
i
x x y y x ypi
=
 Γ − + − = − Ψ
  
∑ ,  1, ...,j N= .                                       (3) 
Метод дискретных особенностей решения гидродинамической задачи позволяет принять во внимание 
вклад ветровой компоненты скорости на поверхности течения. Для этого над расчетной областью, над некото-
рой базовой точкой A  можно разместить систему вортонов (рис. 2). Она состоит из K  вортонов одинаковой 
интенсивности Γ  в глубине рисунка и слоя вортонов с интенсивностью – Γ  в передней части рисунка. Интен-
сивность вортонов будет определять величину модуля скорости поверхностного течения, наведенного ветром, а 
α  – угол между осью системы вортонов и направлением оси Ox . Некоторые подробности можно найти в [11]. 
Поставленную математическую задачу удобно обезразмерить на 0L  – характерный геометрический мас-
штаб задачи и 0T  – характерный временной масштаб. В этом случае безразмерные величины задачи принимают 
следующие значения: 
0
( , , )( *, *, *) x y zx y z
L






= ,   0
0
( , )( *, *) U VU V T
L
= ,   02
0
( , )( *, *) T
L
Γ ΨΓ Ψ = .                          (4) 
В дальнейшем звездочки при обезразмеренных величинах будут опущены. Поставленная математическая 
задача будет решена в безразмерном виде. 
 
Результаты численного моделирования. В качестве примера составления прогноза рассмотрим возмож-
ный случай выброса поверхностного загрязнения в Депровско – Бугском лимане. Схема залива показана на 
рис. 3, который выполнен в масштабе 0 5.0L =  км. В качестве временного масштаба выбираем значение 
0 1.0T =  час. 
Река Днепр представляет собой одну из полноводных рек восточной Европы со среднегодовым расходом 
31700 м /с  в устье реки [13]. Средняя скорость течения в устье реки составляет 0.6 ... 0.7  м/c при ширине устья 
порядка 4.0 ... 5.0  км. Река Южный Буг – одна из больших рек Украины со средним расходом воды порядка 
3160 м /с  в устье со средней скоростью течения 0.4 ... 0.5  м/с. Днепровско – Бугский лиман представляет собой 
водоем длиной порядка 35 ... 40  км и шириной порядка 5 ...10  км. В восточную часть лимана впадает р. Днепр 
(в южную часть лимана, со стороны Крымского полуострова), а в среднюю часть (со стороны континентальной 
Украины) впадает р. Южный Буг. Выход Днепровско – Бугского лимана в Черное море представляет собой уз-
кий пролив, образованный выступом (со стороны г. Очаков) и Кинбурнской косой (со стороны полуострова 
Крым). 
Распределение функции тока в Днепровско – Бугском лимане в штиль (при отсутствии ветра) показано на 
рис. 4, на котором нанесено семейство линий тока с эквидистантным шагом 0.05∆Ψ = . Видно, что интенсивный 
водный поток р. Днепр занимает южную часть лимана, а воды р. Южный Буг протекают в северной его части. 
Течение внутри Днепровско – Бугского лимана обладает сепаратриссой, разделяющей водные потоки рек. По-
скольку жидкость при стационарном течении не пересекает линии тока, сепаратрисса показывает в какую об-
ласть лимана может занять загрязнение, попавшее в начальный момент в воды р. Днепр или р. Южный Буг. 
 
   
а б в 
Рис. 6 – Распространение поверхностного загрязнения в Днепровско – Бугском лимане под действием ветра: 
а – 6t = ; б – 20t = ; в – 50t = . 
 
Наличие ветра меняет структуру поверхностного течения в Днепровско – Бугском лимане. На рис. 5, вы-
полненном в аналогичном стиле с рис. 4, показано распределение поля функции тока при ветре силой 
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15.0BU =  м/с в (4 балла по шкале Бофорта). В случае северного ветра 90α =   сепаратрисса, разделяющая во-
ды р. Днепр и р. Южный Буг, смещается в сторону устья р. Днепр (рис. 5, а). Интересно отметить, что северный 
ветер способствует образованию циркуляционных зон. Например, в устье р. Днепр действие сильного течения 
(вдоль крымского побережья) и северного ветра сформировали циркуляционную зону, в которой жидкость дви-
жется по замкнутым траекториям. Характерной особенностью этого течения является существенно низкие ско-
рости поверхностного течения по сравнению со скоростью течения р. Днепр. Второй отличительной особенно-
стью поверхностного течения в Днепровско – Бугском лимане является образование циркуляционной зоны на 
восточном побережье Кинбурнской косы. Исследования показывают, что образование этой циркуляционной зо-
ны течения вызвано не только влиянием ветра, но и геометрией косы. 
Анализ численных результатов показывает, что действие южного ветра ( 270α =  ) умеренной силы приво-
дит к общему смещению вод р. Днепр в северном направлении (рис. 5, б). При этом сепаратрисса, разделяющая 
воды рек, не смещается далеко против течения р. Южный Буг по сравнению со случаем на рис. 5, а. Геометрия 
береговой линии Днепровско – Бугского лимана около г. Очаков приводит к  формированию достаточно боль-
шой циркуляционной зоны вдоль побережья континентальной Украины. 
Теперь рассмотрим процесс распространения поверхностного загрязнения в акватории Днепровско – Буг-
ского лимана. Пусть в начальный момент загрязнение поступает на водную поверхность в точке ( 9.75cx = , 
2.95cy = ), занимает круг радиуса 0.2cR =  и поступает с постоянной скоростью. Предположим, что прогноз и 
направление силы ветра имеют динамику, характерную при похождении атмосферного циклона. В начальный 
момент времени дул северный ветер умеренной силы. По истечении 10 часов ветер сменил направление на за-
падный, а сила ветра уменьшилась до слабого. Пусть в дальнейшем сила ветра снова увеличивается до умерен-
ных значений, а направление ветра меняется на южный. Предположим, что на финальном временном отрезке 
сила ветра остается в пределах умеренного, а направление ветра снова меняется на западный. 
Поскольку в начальный момент времени имел место умеренный северный ветер, пятно загрязнения попало 
в циркуляционную зону (рис. 5, а) и стало смещаться в сторону левого берега р. Днепр. Пятно, под действием 
основного течения двигается вдоль правобережного выступа в дельте р. Днепр. Рис. 6, а иллюстрирует положе-
ние загрязнения под действие уменьшающегося по силе ветра и постепенной смене направления на западный. 
На рис. 6, б показано положение загрязнения в момент времени 20.0t = , при котором передняя часть об-
ласти загрязнения начала свое движение вдоль сепаратриссы. Отметим, что большая часть загрязнения по-
прежнему находится около левой береговой линии р. Днепр, в северо-восточной части лимана. В дальнейшем 
сила ветра достигает значений, соответствующих умеренному ветру, а направление ветра меняется на северное. 
В этом случае, в устье Днепровско – Бугского лимана, около побережья континентальной Украины, начинает 
формироваться циркуляционная зона рис. 5, б, которая смещает основной водный поток лимана в сторону 
Крымского полуострова. Такое смещение отражается на распределении загрязнения на водной поверхности. На 
рис. 6, в показано положение выделенной жидкости в момент 50.0t = . Видно, что ветровая нагрузка способна 
смещать поверхностное загрязнение на большие расстояния в масштабах Днепровско – Бугского лимана. Отме-
тим, что хвостовая часть загрязнения, расположенная около входа в лиман со стороны р. Днепр, тоже смещается 
в южном направлении под действием ветра. Загрязнение охватило большую часть поверхности Днепровско – 
Бугского лимана, начиная от левого берега устья р. Днепр до вод, прилегающих к Кинбурнской косе полуостро-
ва Крым. 
 
Перспективы дальнейших исследований. Авторы считают перспективными проведение адаптации мате-
матической модели распространения поверхностного загрязнения на случай открытых плоских течений в поле 
скорости крупномасштабных вихревых структур и в течениях, которые развиваются в шельфовой зоне мирового 
океана. 
 
Выводы. В работе рассмотрена задача о двухмерной адвекции пассивной примеси поверхностными тече-
ниями в устьях речных системах со сложной геометрией береговой линии и с учетом ветровой нагрузки. Чис-
ленное решение задачи основано на методе дискретных особенностей, адаптированном к задачам адвекции жи-
дкости. Составление краткосрочного прогноза начинается с оцифровки береговой линии. Условие стационарно-
сти и непротекания жидкости через береговые линии расчетной области требует выполнения условия равен-
ства значений функции тока в точках коллокации, принадлежащих каждой береговой линии в рассматриваемом 
течении.  
В рассматриваемой модели движение отдельной жидкой частицы (маркер) описывается в лагранжевом 
представлении системой обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка (задача Коши) с соот-
ветствующими начальными условиями. Система маркеров, расставленная в начальный момент на границе за-
грязнения, позволяет описать эволюцию границы с течением времени на расчетной области.  
Исследования показали, что сложная геометрия Дпепровско – Бугского лимана и умеренный ветер различ-
ного направления существенно меняют процесс эволюции поверхностного загрязнения в Днепровско – Бугском 
лимане. Часть загрязнения может существенно снизить собственную скорость, попав в область с циркуляцион-
ным движением. Это, в свою очередь, приводит к тому, что часть загрязнения достигает побережья лимана. 
Смена направления ветра может привести к заметному смещению выделенной жидкости в поперечном направ-
лении лимана. Другими словами, действие ветра существенно увеличивает площадь загрязнения акватории 
Днепровско – Бугского лимана. 
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